Der Ring der Modularkorrespondenzen

1. Einleitung.

Es sei: ['(N) = Ker(SLy(Z) — Slo(Z/NZ)), die Hauptkon-
eruenzuntergruppe der Stufe IV,
Xy =T(N)\H*, die zugehorige Modulkurve,
Jy = Jac(Xy), deren Jacobische Varietit,
Ey = End"(Jy) = End(Jy) ® Q, die Endomorphis-
menalgebra von Jy (Ring der Korrespondenzen).

Klein (1879), Hurwitz (1883): Jede Matrix
Ae M = {(gg) € My(Z) : (a,b,c,d) =1,ad — bec = n}
definiert eine irreduzible Kurve C'y = nglN)auf Xy X Xy und
daher auch eine Korrespondenz

TA = TIQN) : JN — JN,

die zu A gehorige Modularkorrespondenz (der Stufe N). Zum
Beispiel ist

T,=T (L) die bekannte p-te Hecke Korrespondenz.
p
Der von den {T'y : A € M}, n > 1} erzegte Q-Vectorraum

My =) QT4CEy

ist, wie bekannt (Shimura), ein Unterring von Ey, und heif3t
der Ring (Algebra) der Modularkorrespondenzen der Stufe V.

Frage: Wann ist jede Korrespondenz auf X y modular, d.h., wann
1st MN — EN7



2. Zur (Geschichte der Modularkorrespondenzen.

Dedekind (1877) fithrt den Namen (und Begriff) “elliptische
Modulfunktion” ein, definiert die j-Funktion (“Valenz”) und
studiert die Modulargleichung

FA(j) ]A) — Oa
wobei A € M* und ja(z) = j(A(z)). Spezialfall: F,, = F(g(f)
Er beweist, dafl Fa4(X,Y) € Q[X,Y] ein irreduzibles Poly-
nom ist, und erwahnt, dafl das Studium der Klassengleichung

F.(X, X) = 0zuden Kroneckerschen Resultaten (1857ff) iiber
komplexe Multiplikation fiihrt.

Klein (1879) verallgemeinert den (Dedekindschen) Begriff der
elliptischen Modulfunktion, indem er die Gruppe I'(1) = SLy(Z)

durch eine Kongruenzuntergruppe I' < T'(1) ersetzt, insb.
durch I' = I'(IV). Dabei wird die Modulkurve

Xp = Kompaktifizierung der Riemannschen Fléche '\ $

eingehend untersucht.

Er erwahnt, dafl die natiirliche Verallgemeinerung der Modu-
largleichung der Begrift der modularen Korrespondenz ist.
Crundidee: Sei Cy = {(z, A(2)) : z € H} C H x $ der Graph
der zu A € M gehorigen (Moebius) Transformation. Dessen
Bild (7p x7p)(Cl4) auf I\ $ x T\ § ist, wie man beweisen kann,
eine irreduzible algebraische Kurve auf I'\$) x I"\ ), und man
erhalt daher eine Kurve/Korrespondenz

CECXF X Xr.
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Gierster (1880, 1883), Hurwitz (1883) beniitzen (und ent-
wickeln) die Theorie der Modularkorrespondenzen, um gewisse
Klassenzahlrelationen zu erhalten, die die Klassenzahlrelatio-
nen von Kronecker verallgemeinern.

Hurwitz (1883 — 1887) betrachtet die Wirkung der (Modu-
lar)korrespondenzen auf dem Raum Q!'(X') der Differentiale 1.
Gattung von X = Xp, wie folgt.

Ist ' € X x X eine irreduzible Kurve mit Normalisierung

ve - Xo — O so ist X eine kompakte Riemannsche Flache
X¢

T ”?J

und wir haben zwei Uberlagerungen / N, die
X X

To =pryove und o = pryo Uo

durch

gegeben sind. Setzen wir
(To)s(w) = try (1E(w)), VYw € QY(X),
so erhalten wir einen C-linearen Operator (T¢), € Endc(QY(X)).

Bemerkung: 1) Ist C' = ('}, so kann man den Operator (T ), :=
(Tr)« als Summe von Moebius Transformationen explizit hin-
schreiben.

2) Hurwitz stellte fest, daB i.A. (T)s # m-idg,Vm € Z, d.h.,
dafl diese Korrespondenzen allgemeiner sind als die, die die
Geometer (Chasles, Brill, Cayley) betrachtet hatten. Das fiihrt
ihn dazu, ein “Verallgemeinertes Korrespondenzenprinzip” ( =
Spurformel) aufzustellen, das man als Spezialfall der spateren
Eichler-Selberg Spurformel deuten kann.



Klein/Fricke (1892) geben in Band II der
Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen

eine systematische Darstellung der Theorie der Korresponden-

zen (auf einer kompakten Riemannschen Flache), wie sie von
Hurwitz(1887) und Klein(1889) entwickelt wurde.

Weiter werden die Modularkorrespondenzen als explizite Kor-
respondenzen eingehend untersucht; siche z. Bsp. S. 596:

Unsere wesentliche Aufgabe wird natiirlich die sein, dass wir die Modularcorrespon-

denzen in die allgemeine Correspondenztheorie des vorletzten Kapitels einordnen.

Hecke (1936-37) bentitzt spezielle modulare Operatoren (z. Bsp.
die “Hecke-Operatoren™ (7},),), und untersucht das Verhalten
der Fourierkoeffizienten unter der Wirkung dieser Operatoren
auf einer Spitzenform f € Sy (T"). (Beachte: Q' (XT) ~ So(T").)
Ein Kernpunkt hier ist das Studium der Heckealgebra Tr.

Shimura (1971) gibt in seinem Buch eine systematische Einfiih-
rung in die Modularkorrespondenzen (ohne sie so zu nennen)
und studiert die Heckealgebra.

Ribet (1980) beweist die Tate-Vermutung (vor Faltings!) fiir
modulare Jacobische Varietaten. Dazu muf3 er gentigend viele
Homomorphismen (= Korrespondenzen) konstruieren, und das
gelingt ihm mit Hilfe von Modularkorrespondenzen (ohne daf3
diese explizit erwahnt werden).



3. Das Hauptresultat.

Es sei: £ = {Q(v/—n)},>1 die Menge der imag.-quad. Korper,
h(D) die Klassenzahl der (Formen der) Diskriminante D,
hi = h(dg) the Klassenzahl von K, wobei dy = disc(K).

Hauptsatz: Fur N > 1 gilt
(1) My =Ey & h(N?/dg) =1, VK € K mit dg|N.

Bemerkung: Man sieht leicht, dafl die Bedingung der rechten
Seite zu den folgenden beiden Alternativen aquivalent ist:

(i) die Menge Ky == {K € K : dg|N} ist leer;

(ii) N =6,9,14 oder N = |dg/, fir ein K € IC mit hy = 1.

Diese Bedingungen sind wiederum aquivalent zu:

(i) 4+ N und p = 1 (mod 4),Vp|N, p # 2.

(ii') N =3,4,6,7,8,9,11, 14, 19, 43, 67, 163.

Man beachte hierbei, da die Aquivalenz von (ii') mit (ii) die

Losung des Klassenzahl 1 Problems (Heegner) bendtigt.
Korollar: (a) My = Ey, falls N < 11 oder N = 13,14, 17,25, . ..

(b) My # Ey, falls N = 12,15, 16, 18, 20, 21, 22,23, 24, . ..
Grundidee: My C Ey sind halbeinfache Algebren, und es stellt

sich heraus, daf3

(2) My=Ey < Z(MN) = Z(EN>



4. Eine Algebrenstudie.

Es sei: ' eine Gruppe mit ['y(N) > T" > T'y(N), wobei
[(N):={AeTl(1): A= (;7) (mod N)},
[o(N):={AeT1): A= (}7) (mod N)};

Tp = (T pF . p ist prim), die Hecke Algebra von T

Ti = (T}, : p ist prim mit p t N).

Wir haben also die folgende Schachtelung von Q-Algebren:
(3) Tp € Tr € Mr C Er.

Tatsache (Shimura): dimg(Tr) = gx,. (= dimg(Q(XT1)).
Mit Hilfe der Resultate von Ribet (1980) kann man zeigen:

Satz 1 (K, 2008) Es sei E? = (Er)¢@ die Unteralgebra der Q-
rationalen Endomorphismen von Jx,. Dann gilt:
(a) Ef C Mr;
(b) T} ist das Zentrum von ]E(g, d.h., Z(E?) = T}
(c) dim(T7) = |No(D)|, wobei No(T') die Menge der normal-
isierten Neuformen (aller Stufen) in Ss(I") bezeichnet.

Beweisprinzip: Studiere die Wirkung der Algebra ]E(IQ2 ® C auf
dem Raum Qp := QY(XT) ~ S5(T"), und beniitze die Resultate
der Atkin-Lehner Theorie und die von Ribet.

Kernpunkt: ¢ ist ein treuer E(I@ & C-Modul.
Jedoch: Qr ist i.a. kein treuer Mp ® C-Modul! (Shimura)



5. Das CM Phanomen.

Grunderkenntnis: Die Existenz elliptischer CM-Kurven auf Jp =
Jx, bewirkt, dafl {2 als Mr ® C-Modul nicht treu sein kann.

Zur Erinnerung: Eine elliptische Kurve E/C hat CM, falls
End’(E) = End(E) ® Q ~ K, wobei K € K. Man sagt
dann, dafl K der CM-Korper von E ist.

Es sei: J¢M die abelsche Untervarietit von Jr, die von allen el-
liptischen CM-Kurven auf Jpr erzegt wird.

JCM das “Komplement”, d.h., die abelsche Untervarietéit von
Jr, die von allen einfachen abelschen Untervarietaten erzeugt
wird, die keine elliptischen CM-Kurven sind.

Dann ist Jp ~ JECM x J¢M und wir haben die Zerfallung
Er = Et“Y @ ELY
mit ELCM ~ End’(JM) und ESY ~ End"(JSM).
Bemerkung: 1) Man sieht leicht, daf3

(4) ZEM) =~ [ & wd dim(Z(EY)) = 2|Kr],
KeKrp

wobel

Kr={K € K:3E mit CM-Kérper K und Hom(F, Jr) # 0}.

2) Die obige Zerfallung von Jp induziert auch die Zerfallungen

Mp = MM @ MEY und - Qp = QrRCM @ Q&M
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Satz 2: (a) QM ist ein trener (MY @ C)-Modul der Multi-
plizitat eins.
(b) Es ist EFCYM = MrCM,

Bemerkung: Teil (b) beniitzt Teil (a) und die Resultate von
Ribet (1980).

Korollar: Es ist My = Ep, falls ij M — () ist.

Satz 3: Ist J&M #£ 0, so ist QM kein treuer MEM @ C-Modul.

Genauer, setzen wir

M. = Im(MEY ® C — Ende(QEM)),

so gilt
(5)  dime(ZMEM @ ) =2 dime(Z(My ),
und Q&M st ein (treuer) MF -Modul mit Multiplizitat eins.

Bemerkung: Die obigen Multiplizitat 1 Aussagen folgen sofort
aus der (bekannten) Tatsache, daf3

Co(Tr @ C) = Tr ® C,

denn daraus folgt, dafl Co.(Mr ® C) C Tr ® C kommutativ
ist. Genauer haben wir:

Satz 4: (a) Der von einer Neuform f € N(T") erzeugte M ® C-
Untermodul Qug(f) C Qr ist ein irreduzibler M @ C-Modul.
(b) Es gibt eine Teilmenge M(T) C ./\/2( ) derart, daB

@ (S
feM(T
Auflerdem gilt dann, dafl Qpg( f) ¢ Omg),Vf # g e M(D).



6. Der Fall ' =T'(N).

Vorbemerkung: Obwohl die Hauptkongruenzgruppe I' = I'( V)
die Vorraussetzungen der vorherigen Abschnitte nicht erfiillt,
so ist sie doch konjugiert zu einer Untergrppe I'(N?, N) mit
[o(N?) > T'(N? N) > I't(N?), und daher lassen sich per Kon-
jugation alle Definitionen und Resultate auf I'(V) tibertragen.

Bezeichnung: Sind f,g € N5(I'(N)), so schreiben wir f ~ ¢,
falls ihre Fourierkoeffizienten auflerhalb N gleich sind, d.h.,

f~g < alf)=ang), Ynmit (n,N) = 1.

Ferner schreiben wir f ~ ¢, falls ein Twist f, ~ g, wobei Y
ein Dirichletcharakter mod NV ist.

Satz 5: Sind f, g € No(I'(N)), so gilt:
Ou(f) ~m Qmlg) < Oulf) = ulg) & frg
Zusammen mit Satz 4 folgt hieraus:
Satz 6: Ist [' = I'(IV), so ist
©)  dimg(Z(MIM) = [NFCYD)/G(N),
(7 dime(Z(My ")) = 2N5(T)|/6(N).
Hierbei bezeichnet

V(D) = {f € No(T) : fy ~ f fir cin  # 1)

die Menge der Neuformen, die CM im Sinne von Ribet (1977)
besitzen, und N3¢ (I") bezeichnet das Komplement.
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Bemerkung: Durch die Werke von Hecke, Shimura (1971) und
Ribet (1977) weiB man, da8 die f € NSM(I') durch gewisse

GroBencharaktere zu Korpern K € K konstruiert werden.

Ein penibles Abzéhlen solcher Grofiencharaktere (unter Zuhil-

fenahme gewisser Tatsachen tiber binédre Thetareihen) liefert
Satz 7: Fur N > 5 ist

B W)= Y v 2.

Keky

Korollar: Fur N > 5 gilt Kp(y) = Ky, und daher ist

9) dim(Z(Ef(y,))) = 2|Kn],

wahrend

(10) dim(Z(M{)) =2 ) h(N?/dg).
KeKy

Daher: Z(EN) = Z(MN) = h(NQ/dK) =1,VK € K.
= Hauptsatz!

Bemerkung: Man kann auch zeigen, dafl (fir N > 5)

NG(T(N))] = -6(N)2((N) — 6).
wobel (N) = N [[, (1 + ]%) Daher ist

¢(N)

(V) = 6)+ 5 3 h(N*/di)

Kelky



